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1. Rekursiver Least-Squares Schatzer
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Least-Squares-Schatzer T

® Ausgangspunkt: lineares Signalmodell bl/,e
O'@,./)
y(n) = ®(n)b + e(n) 0/0’79

® Fehlermodell: weildes Rauschen

B Gutemald
N—1

ly(n) =g = "lyln—i) —g§(n—i)> — min
® Schatzgleichung
b(n) = |(<I>(n)T<I>(n))‘1<I>(n)T -y(n) = G(n)y(n)

J

|
Moore-Penrose Pseudoinverse

® erwartungstreue Schatzung, wenn Annahmen erfullt sind

B Kovarianz des Schatzfehlers:
Ci; = GC,..GT
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Rekursiver LS-Schatzer -\“—(IT

Rekursive Schatzer

B Zeitpunkt n:
® Nutzen des letzten geschatzten Parametervektors B(n —1)
® Nutzen der aktuellen Messgleichung y(n) = ¢ b(n) + e(n)

® Rekursive Schatzgleichung

~

b(n) =b(n — 1) + k(n)[y(n) — " (n)b(n — 1)

® Verschiedene Schatzer unterscheiden sich in der Berechnung des
Gewichtungsfaktors k(n). Dieser bestimmt, wie stark die aktuelle
Differenz zwischen Mess- und Schatzwert die Schatzung beeinflusst.
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Rekursiver LS-Schatzer ﬂ(".

B Gltemald

J(n) =) _(y(n—1i) —j(n—1))’

® Gewichtungsfaktor

k(n) =P(n—1)p(n)[l +¢* (n)P(n - 1)p(n)] ™"

® Bezogene Schatzfehlerkovarianz

P(n) = [ — k(n)¢™ (n)]P(n — 1)

® Anfangswert: P(0) =c-1, c=10%...10°
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Aufgaben

8 05.02.2015 Institut fur Industrielle Informationstechnik



T

Ein Messsignal y(t) bestehe aus einem konstanten Nutzsignal u(t) = a, dem eine Drift €1(¢) = b - t sowie

Aufgabe 1: Konstantes Nutzsignal ST

Karlsruher Institut far Technologie

weilles Rauschen es(t) Uberlagert ist. Die Parameter a und b seien unbekannt.
y(t) = u(t) + e1(t) + ea(t)

Aus den abgetasteten Messwerten y(n1') soll durch rekursive LS-Schatzung der Parameter a bestimmt wer-
den.

a) Stellen Sie das zeitdiskrete Signalmodell flr einen Messzeitpunkt auf und verwenden Sie dabei das
gesamte Wissen.

b) Berechnen Sie die Elemente des Gewichtsvektors k(n), der Matrix P(n) und des Parametervektors
l?n(-nj allgemein.

Hinweis: k(n) und P(n) sind allgemein gegeben durch:

ko = |1 Py = [P0 R gy )
T ka(n) pai(n) po(n)| ba(n)
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Aufgabe 1. Konstantes Nutzsignal A(IT

Messsignal: y(t) = u(t) + e1(t) + ea(?)

e u(t) =a konst.
e ei(t)=0b-1 Drift
o es(t) weiRes Rauschen

® a) Signalmodell fur einen Messzeitpunkt

zeitkontinuierliches Modell:  y(t) =a+b-t + ea(t)

zeitdiskretes Modell: y(n) =a+b-nT +ex(n) = |1 nT|- H + ex(n)
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Aufgabe 1. Konstantes Nutzsignal
® b) 1. Rekursionsgleichung des Gewichtsvektors:

k(n) = P(n— De(n)[1+ @ (n)P(n - () ™

T

Berechnung in zwei Teilschritten:

A Rl voR AR R R R B e s

p21(n —1) paz(n—1) nT
1
14+ pii(n—1)+ (pi2(n — 1) + p21(n — 1)) nT + paa(n — 1)(nT)?

Komponenten des Verstarkungsvektors:

= (14T )P —1)pn)] ' = (1+ 1 a7 [Pll(‘n— 1) pra(n — 1)] | [ . D_l

ki(n) = p11(n — 1) + pia(n —1) - nT
14+ pi1(n—1)+ (pi2(n — 1) + p21(n — 1)) nT + paa(n — 1)(nT)?

kz(n): p21(n_1)+p22(n—1)-nT
1+ p11(n — 1) + (pr2(n — 1) + p21(n — 1)) nT + pa2(n — 1)(nT)>
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Aufgabe 1: Konstantes Nutzsignal T

2. Rekursionsgleichung der bezogenen Schatzfehlerkovarianz:

P(n) = [I-k(n) - ¢ (n)] P(n — 1)

por=([o 9 - |mt) 0 ) [Ty e
_ |1 = kai(n) —ki(n) -nT| |p11(n—1) pi2(n—1)
[ —k2(n) 1—kz(n)-nT] [pzl(n—m pzz(n—l)]

p11(n) = p11(n — 1)(1 — k1(n)) — p21(n — )k1(n) - nT
pi12(n) = p12(n — 1)(1 — k1(n)) — p22(n — 1)ki(n) - nT
p21(n) = —p11(n — Dk2(n) + p21(n — 1)(1 — k2(n) - nT)
p22(n) = —p12(n — 1k2(n) + pa2(n — 1)(1 — kz2(n) - nT)
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Aufgabe 1: Konstantes Nutzsignal T

3. Rekursionsgleichung des Parametervektors:

~

B(n) = b(n — 1) +k(n) [y(n) - ¢T(n) - B(n - 1)]
D] [ 0]y [l (o 1 ) [0 1))
- F’l(” - 1’] 4 [’“1(”)] (y(n) — by(n — 1) — ba(n — 1) - nT)

ba(n —1) k2(n)

bi(n) =bi(n—1)+ ki1(n) - (y(n) — b1(n —1) — ba(n — 1) - nT)
ba(n) = ba(n — 1) + ka(n) - (y(n) —by(n — 1) — ba(n — 1) - nT)

13 05.02.2015 Institut fur Industrielle Informationstechnik



Karlsruher Institut far Technologie ”’T

Bayes Schatzung

A-posteriori Dichte und Likelihood Dichte
Maximum-a-posteriori Schatzer

Maximum Likelihood Schéatzer

MAP- und ML-Schatzer bei Normalverteilung
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1. A-posteriori Dichte und Likelihood Dichte ﬂ("‘

® Geg: lineares Signalmodell y(n) = ®(n)b + e(n)

® Likelihood Dichte
(= Dichte des Messvektors bei bekanntem Parametervektor)

f(y|b)

Da b als bekannt vorausgesetzt wird, ist der Ausdruck ®(n)b
deterministisch, nur e(n) ist stochastisch (im Gegensatz zu f(y) )

® A-posteriori Dichte
(= Dichte des Parametervektors bei bekanntem Messvektor)

f(bly)
® Zusammenhang:

f(y,b) = f(y|b) - f(b) = f(bly) - f(¥)
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Karlsruher Institut far Technologie ”’T

® Grundlage: lineares Signalmodell  y(n) = ®(n)b + e(n)
® Gutefunktion

2. Maximum-a-posteriori Schatzer

By {C(b—f))} —/ /C(b—B)f(b,y)dbdy — min

—c0 — &0

Fur eine groBe Klasse von Kostenfunktionen C(b — f)) und
Verteilungsdichten gilt:

® Der Schatzwert lautet: b = Eyly {b}
® An dieser Stelle besitzt A-posteriori Dichte ein Maximum

Problem: Verteilungsdichte der Parameter und damit A-posteriori Dichte im
Allgemeinen nicht bekannt!

Aber: Ableitung Praktikabler Schatzer mdglich!
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3. Maximum Likelihood Schatzer __\ﬂ("'

Die Statistik der Parameter ist unbekannt. Annahme:

® Gleichverteilung tber ein unendlich grof3es Intervall bzw.

® Normalverteilung mit unendlich grof3er Varianz Rl;jl =0
0

= T (b) =0

In diesem Fall liegen das Maximum der a-posteriori Dichte und der Likelihood
Dichte an der selben Stelle: ¢ _ Epjy {b} = Eyp {b}

® Bei N statistisch unabhéangigen Messungen
f(ylb) = H f(yn|b)

Zur einfacheren Berechnung des Maximums der
Verbundwahrscheinlichkeitsdichte wird die Funktion vor dem Ableiten
logarithmiert.
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4. MAP- und ML-Schatzer bel Normalverteilung%&!m!

® Annahme: Der Fehler ist normalverteilt
f(e) — N{Oacee}

® Folgerung: Auch die Likelihood Dichte ist normalverteilt
f(y|b) = N{®b,Ce..}

Gaul3-Markov-Schatzer
® Annahme: Parametervektor ist normalverteilt

f(b) =N {0,Rp}
B Schatzwert:

b=(27C.®+R;)'®"Cly
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4, MAP- und ML-Schatzer bel Normalvertellungﬂ(":

® Annahme: Der Fehler ist normalverteilt
f(e) — N{Oacee}

® Folgerung: Auch die Likelihood Dichte ist normalverteilt
f(y|b) = N{®b,Ce..}

Minimum-Varianz-Schatzer
B Statistik des Parametervektors unbekannt Rb_bl =0
® Schéatzwert:

=(®'C'®) '@ 'C.ly
® zusatzl. Annahme: Fehler ist weildes Rauschen - LS-Schatzer

— (@T@)_lthy C..=0>-1

€
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Bayes Schatzer: Uberblick ﬂ(!.,T

B Klassen von Bayes-Schatzern

b gleichverteilt

GM-Schitzer

LS-Schitzer

e weiBes Rauschen

e normalverteilt




Aufgabe 2: Mehrere Messumformer

Gegeben sei die in Abbildung 1 dargestellte Rohrleitung, in der inkompressible Flissigkeit stromt. Zur Be-
stimmung des Durchflusses @ sind an die Rohrleitung drei Messumformer M, Ms, M3 montiert, die einen

eingepragten Strom in Abhangigkeit des Durchflusses liefern.

Q : > )

i —e

Abbildung 1: Rohrleitung

Der Zusammenhang zwischen Durchfluss und Strom ist durch
Q=cj-ij 7 =123
gegeben, wobei c; die Empfindlichkeit des jeweiligen Messumformers bezeichnet.

a) Zunachst wird der Strom der einzelnen Messumformer gemessen (die Messungen an den verschiede-

nen Messumformern sind statistisch unabhéngig). Dabei tritt ein additiver Fehler

E{ej}zo E{egej}:cr?-&j
auf. Entwerfen Sie einen Minimum-Varianz-Schatzer fiir den Durchfluss ).

b) Wie sind die Widerstéande der Messanordnung zu dimensionieren, damit die Spannung U proportional

zum Minimum-Varianz-Schatzwert ist?

21 05.02.2015
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Aufgabe 2: Mehrere Messumformer A(IT

ut fur Technologie

® a) Minimum-Varianz-Schatzer flr Durchfluss Q

1
Zusammenhang Durchfluss — Strom: ¢, = o Q
J
, 1
MessgroRe: y; =ij+¢; = — Q+e;
J
Fehler: E{e;} =0 Eleiej} = 32 - 0y
1
_ Y1 c1 €1
3 Messungen - Signalmodell: y2| = | =|-Q+ |eo
Y3 g €3

Kovarianzmatrix des Fehlers:

-
-

€1€1 €1€2 €1€3 0%

_ Ty _ _ 2
C.o =FE ee | =F €9€1 €9€9 €9€3 =10 o3
€3€1 €3€9 €3€3 0

-
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Aufgabe 2: Mehrere Messumformer

Minimum-Varianz-Schatzwert: Q = (®7C_'®) '®7C y

5 0 0]
1 c1 1 1 1
d7Cl® 5 5|0 oz OS] = TEz T
[ 2 3] 0 02 G i C%O‘% C%U% C§0§
_ 21 Le
'% 0 07 "
T ~—1 1 1 1 L L !
<I)Ceey=[a co E] 0 o3 0 Y2 _clof'yl—l_@% y+3§ v
0 0 H| [us
| o3
L Yo+ —= - Y3
A c10 c303
Q=" - =: a1y1 + a2y + Q3y3
cla% —I_ 020'2 z + cglcrg
1
2 .
mit o; = Czaz ) 1 =1,2,3
01‘7% + 02‘75 3 CSJB

Institut fur Industrielle Informationstechnik
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Aufgabe 2. Mehrere Messumformer ﬂ(".

® b) R, so dimensionieren dass U proportional zu MV-Schéatzwert

Spannung in Abhangigkeit der Ausgangsstrome:

U=Riy1 + Ra(y1 +y2) + R3(y1 + y2 + y3)
= (R + Ry + R3)y1 + (R + R3)ys + R3ys

Forderung: U =K -Q
= (R + Ro+ R3)y1 + (R2 + R3)y2 + Rs3ys = Konyr + Kasys + Kasys

Koeffizientenvergleich: Ri+ Ro+ Ry = Koy Rs = Kasg
Ro + Ry = Kag - R;z:K(Odg—Odg)
RgZKOdg R3=K(O£1—Oég)

Damit R; positiv, muss gelten:

a1 > Q2 > Q3 ~ cla% < czag < c;»,a%
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Durch ein Fallexperiment soll die Erdbeschleunigung bestimmt werden. Dabei wird eine Kugel bei x = 0 zum

Aufgabe 3: Erdbeschleunigung ﬂ(".

Zeitpunkt t = 0 fallen gelassen. Die Geschwindigkeit der Kugel kann unter Berucksichtigung eines additiven
mittelwertfreien Fehlers gemessen werden.

y(t) = v(t) + e(t)

Die Varianz des Messfehlers ist proportional zum Abstand = der Kugel von der Anfangslage; die einzelnen
Fehler sind unkorreliert.

. T .
E{e‘z} = :r:rf

Es erfolgt eine zeitdiskrete Messung von y(t).

a) Bestimmen Sie die Messfehlervarianz flr den n-ten Wert. Geben Sie die Kovarianzmatrix des Messfeh-
lers an.

b) Bestimmen Sie den Minimum-Varianz-Schatzer fiir die Erdbeschleunigung.

c) Untersuchen Sie den Schatzer auf Erwartungstreue und auf Konsistenz.
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Aufgabe 3: Erdbeschleunigung T

® a) Messfehlervarianz fur n-ten Wert

E{e*} = —02 zn = Normierungsfaktor
TN
. . 1
Abstand zwischen Kugel und Messgerat:  z(t) = 5th
2
Zeitabhangigkeit der Messfehlervarianz:  E {e*(t)} = ;L .02
Abtast E gnT” .
astung: —
g {6 } 2£EN e
: _ 9T2 2 2
Unkorrelierte Fehler:  E{e(n)e(m)} = oo T M d(n —m)
N
- 0"
T2 !
Messfehlerkovarianzmatrix: C..= L o2 )
2$N .
_O N2_
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Aufgabe 3: Erdbeschleunigung T

® b) Minimum-Varianz-Schatzer fur die Erdbeschleunigung
Messsignal: y(t) = v(t) +e(t) =g-t + e(t)

Signalmodell: | ¥(1) 1T | e(1) ]
y(2) 2T e(2)
= .| e+t
y(N)]  |NT. e(N) ]
Minimum-Varianz-Schatzwert (@'Cl®) @'Cly
- 0 -
1/4
1 2zN 1/9
Cee gTZO_g
0 1/N?]
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Aufgabe 3: Erdbeschleunigung

'Ccle=T-[1

28 05.02.2015

1
1/4
N] 25!'3N 1/9
gT?c2
| 0
!
1/4
N] QZEN 1/9
gT?02
| 0
—1 T
“1p) " 'a7C

AIT

ut fur Technologie

1
2
.|| = 9“; "N
. gog
N
y(1) N yn)
. _ 22N y(n
: - gag ngl nT
y(N)
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Aufgabe 3: Erdbeschleunigung

® c) Erwartungstreue? Konsistenz?

L

Schatzfehler: N T

g—g=

[
2|~
M=

<

29 05.02.2015
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Aufgabe 3: Erdbeschleunigung

Varianz des Schatzfehlers:

C§§=E{(Q } E{NZZZE;(; n’T}

n=1n'=

E{e(n)e(n')}
~ N2 Z Z nl -n'T

n=1n’=1

: T?
mit FE{e(n)e(m)} = g o2 -n?-5(n—m) folgt
2$N
2
Gy— L 3o 30 o) 1§ gl
L N2n o~ nT-n’T N2 QxN n2T>

1 g 5 N .
— . . 0
N 2o o —>oo konsistent
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Eine konstante physikalische Groe a wird gemessen. Wahrend der Messung Uberlagert sich additiv ein

Sprung mit unbekannter Hohe b, aber bekanntem Anfangszeitpunkt i, sowie ein normalverteiltes Fehlersignal
e(t).

Aufgabe 4: Vergleich LS- mit MV-Schatzer ﬂ(".

Karlsruher Institut far Technologie

y(t)=a+b-o(t—tg) + e(t)
Nach der Abtastung von N Werten ergibt sich die zeitdiskrete Darstellung.
yn)=a+b-o(n—ng)+en), npelN, 0<ng<N -1

Die Varianz des mittelwertfreien Fehlers betragt:

: : oy n<n
E{e(n)e(m)} = a2 - d(n —m) mit o> ! 0

a5 =g

a) Wie lautet das Signalmodell?
b) Bestimmen Sie den Least-Squares-Schatzer fur die Groe a.
c) Bestimmen Sie den Minimum-Varianz-Schatzer fiir die GroRe a.

d) Sind die Schatzer erwartungstreu?
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Aufgabe 4: Vergleich LS- mit MV-Schatzer T

® a) Signalmodell:

1 0
- y(0) . " e(0) ]
y(1) {10 a e(1)
: =11 1] el T :
y(N=1)] |t e(N —1)
_1 1_
® b) LS-Schatzer fur a
~ —1
brs=(2"®) &'y Lo
T 1 ... 1 1 ... 11 |1 o N N-n
‘I"I’:{o 0 1 1}' 11 :[N—no N_nﬁ]
1 1]
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Aufgabe 4: Vergleich LS- mit MV-Schatzer ﬂ(".

- _ 1 N — ng —(N—TL()) _i 1 I
(2" ®)" N(N—no) (N —mno)? [_(N_'”’O) N ] o [_1 Nivno}
_(N—no)(I{T—N'l'nO)
][ e
T 1 1 1 1 Y n= o
Py = [0 0 1 1] : b=
. > y(n)
y(N — 1) ="
B 1 N—-1 i
= (S w0 -5 v
B _ no =0 n=ng
LS 1 N—-1 N N—1
— (= > yn)+ N—m >, y(”))
L0 n=0 n=no -
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Aufgabe 4. Vergleich LS- mit MV-Schatzer ﬂ(".

1 ng—1
> a = — Z y(n)
o n=0
) 1 ng—1 N—’no N—1 N N-—1
b= — | — —
—~ ( 2 vl = o 3 v+ 3w
N-1
=- 2 y(n)
1 N-—-1 ng—1
=T 2 Y Z y(n)
® c) MV-Schatzer fur a
i 0 (1/07 0 ]
. o2 -1 _ 1/o2
C.. = 1 Ug bzw. C_. = ! 1/05
0 o3 | 0 1/035]
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Aufgabe 4: Vergleich LS- mit MV-Schatzer ﬂ(".

Karlsruher Institut far Technologie

MV-Schatzwert;

B]\JV — ((I)Tce_el(]:)) _1(I,Tce_ely

[1/03 0 71 0
T—1e [T ... 1 1 ... 1 1/o? 1 0
‘I’Cee‘i’—[o .0 1 ... 1] 1/02 11
| O 1/0’3_ L1 1]
ng N — ng N — ng

2 2 2 2__ Mo 2 2

_ JlN o5 N02 :NQ—”;O. UQN_nO+‘71 91

o o 0192 o] o'f

o3 o3
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Aufgabe 4. Vergleich LS- mit MV-Schatzer

2 2
<I>TC_1<I>) —— | 5 5 no >
( e no | %1 2N — ng + o3
(1/07
Toe—1. 1 ... 1 1 ... 1 1/03
P Ceey {0 0 1 1] 1/02
o
"y YRy ]
DD i D Dl
o n=0 1 n=ng 2
— .
! y(n)
o2
5 n=nqg 2 |
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T

0
T y(0) T
y(1)
_y(N'— 1)
1/05
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Aufgabe 4. Vergleich LS- mit MV-Schatzer

AIT

ut fur Technologie

_ 1 ng—1 2 2 N1 -
(Z y(n)+—§ $5) y(n) — — 2 y(n))
> _ no 05 n=ng 2 n=nq
byy = 1 ng—1 o2 N o2
( E y(n)——i Z y(n) + x5 E y(n)+—§ E y(%))
| 120 05 n=ng n=nq 05 n=ng il
1 _
= Z
n :
N 1 N-—-1 1 ?’Lo—l
b= i
N > y(n) o Z; y(n)
n=—mnyo n=—

mp Der LS-Schatzer und der MV-Schatzer sind in diesem Fall identisch.
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Aufgabe 4: Vergleich LS- mit MV-Schatzer ﬂ(".

ut fur Technologie

® d) Erwartungstreue der Schatzer?

Erwartungswert von a

af = ino_l 5 1a n—n e(n)t =a
E{a}-E{%zy } LS ath g+ Bl

"

=0,n<ng =0

m)p Die Schatzer sind erwartungstreu.
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In der Physik konnen Linienspektren mit Hilfe der Lorentzverteilung beschrieben werden. Die Lorentzvertei-
lung besitzt die Wahrscheinlichkeitsdichte f7:

Aufgabe 5: Lorentzverteilung ﬂ(".

fo(w) = 2 v )~ 0
T = — . i
L Td(r — (;.}2 + 492

Die Lorenzverteilung ist symmetrisch bezuglich » = @ und besitzt an dieser Stelle ihr einziges Maximum. Der
Parameter / ist die Halbwertsbreite. (Die Varianz ist fur die Lorentz-Verteilung nicht definiert: r:r% — 00.)

Aus N unabhangigen Messungen x,,, n =0.....N — 1 einer lorentzverteilten Zufallsvariable sollen die
Schatzwerte fur die Parameter « und «/ bestimmt werden. Stellen Sie die Maximum-Likelihood-Schatzglei-
chung fur beide Parameter auf.

Hinweis: Das Gleichungssystem muss nicht nach den Parametern aufgelost werden.
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Aufgabe 5: Lorentzverteilung

Wahrscheinlichkeitsdichte einer Messung X :

2 U
fL($|a7f(9)_ ;4(39_0})24_1927 29>0

N unabhangige Messungen x,, n =0, ..., N-1
Gesucht: Maximume-Likelihood-Schatzgleichungen fur a, ¥

Produkt der
Einzelwahrscheinlichkeitsdichten,
da Messungen unabhéangig

Verbundwahrscheinlichkeitsdichte:

N—1 N—1 9 9
719 — n 719 — R 9 Imi I
f(x|a,9) nl;[O f(znla, ) L e TE maximieren
0 T4 .
=) Bedingung: Al ] nl;[() f(xn|a, ) . =0
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Aufgabe 5: Lorentzverteilung T

Einfachere Berechnung:
Maximieren der logarithmierten Verbundwahrscheinlichkeitsdichte

o N—-1

3] In nl;[() f(xn|a,?)

!
&19_

0 = 3[& J Z In f(xn|a, ?)

In f(x|a, ?) Z In f(z,|a,?) Zln (7”1 i)2+192)

n=0
9 N—-1
=NIn=+Nlnd - Y In(4(z, — a)® +9?)

T
n=0
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Aufgabe 5: Lorentzverteilung __\ﬂ("'

Partielle Ableitung nach den Parametern ergibt Bestimmungsgleichungen
fur die Schatzwerte:

0 —8(x,, — a &(x,, — a
R = L
2 a,0 n=0 4(z, —a)2 + n=0 4(z, —a)% + 9
N-1 .
N 2
0 In f(x|a,d)] =-—— v AQéO
819 a, v n—0 4(-’1772,_&)2_"

» LoOsung des nichtlinearen Gleichungssystems: Kandidaten fur a, 0

= Darunter miussen diejenigen ermittelt werden, die die
Verbundwahrscheinlichkeitsdichte tatsachlich maximieren
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Die Temperatur in einem Hochvakuum lasst sich Uber die kinetische Energie der darin enthaltenen Masse-

Aufgabe 6: Maximum-Likelihood-Schatzer ﬂ(".

teilchen definieren. Diese wird dabei Uber die Geschwindigkeit v definiert. Die Verteilung der Geschwindigkeit
der Masseteilchen im homogenen Gas bei der Temperatur 1" ist durch die Maxwellsche Geschwindigkeitsver-
teilung

2

m 3/2 S
f(U) = (27TkT) CXPp ( ZAT) m urv -~ 0

0 sonst

gegeben. Aus N statistisch unabhangigen Messungen der Geschwindigkeit soll die Temperatur geschatzt
werden.

a) Bestimmen Sie die Likelihoodfunktion In f(v|T")
b) Berechnen Sie den Maximum-Likelihood-Schatzer fiir 7.

c) Zeigen Sie, dass der Maximum-Likelihood-Schatzer erwartungstreu ist.

kT kT
Hinweis: Es gilt: E{v} = 8— E{v?} = S
T m
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Aufgabe 6: Maximum-Likelihood-Schatzer T

m \3/2 mu?
—— ) . 4am?  f >
fv) = (27T/€T) P ( sz) o Hre =0

0 sonst

® a) Likelihoodfunktion In f(v|T)

i /3 m muv?
W fT) = S InfloaT) = S (21 In4
= W f(VIT) = Y- I 0lT) = 3 (50 — G+ I

N-1 o N-1

3N m mu;
= — | — E E In4
: nosz_l_nonTw
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Aufgabe 6: Maximum-Likelihood-Schatzer

45

® b) Maximum-Likelihood Schatzer far T

0 |
Bedingung: In f(v|T) =0
gung 9T g
aus b) 3N 1 N-1 mvi
e n o
2 T = okT?
_ N-l
P 2
- 3kN n; Un
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Aufgabe 6: Maximum-Likelihood-Schatzer ﬂ(".

® c) Erwartungstreue zeigen

N—-1

N—-1
~ m
EVlT {T} —EVIT{—Sk'N E "U,?L} — 3]€N E Evn|T {U } T
n=0

3kT
m

—> erwartungstreu
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